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Technischer Bericht Nr~ 44 
1 

Die Vorzüge der Gaußfunktion gegenüber and,eren · selb.streziproken 

'Funktionen 

Zusammenfassung 
' 

Für .Untersuchungen · mit Impulsen und gleichzeitiger Frequenz
bandbeschränkung benutzt man impulsartig modulierte Töne. · 
Unter diesen . interessieren · besonders ' ·die sog~nannten selbst
reziproken Funktionen ·als Hüllkurven, da sie die gleiche 
Form und somit Beschränkung. in Zeit- und Spektr'albereich 
aufweisen. · ·· 1 

Diese .Funktionen . werden aus der Literatur zus_ammengestell t. 
Fernef wird . gezeigt, d'aß unter ihnen die .Gaußfunktton · 

. (e-1tx ) ·sich dadurch auszeichnet, daß sie die ,größte Halb~ 
./ wertsbrei te ·und außerhalb dieser. den .steilsten Abfall auf- . 

weist. , Sie ist · daher für den .·· obigen Zweck ·am besten geeig- · 
. net. · · 
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' 
Mit Hilfe der Fciuriertrar;sformation kann man .bekanntiich den _ 

Verlauf einer Funktion von der z·ei t- in die _ Freque_nzebene über

führen und umgekehrt; 

Es sei die Zeitfunktion F(t') vorgegeben. Die Funktion · 

heißt -die Fouriertransformi.~rte . der Funktion F{t) und ist die 

Spektralfunkt.ion des Zeitvorganges. Durch die Umkehrtr.ansfor.:. 

mation 
, +CO , 

-- \ lttJ :_ __ / :irtJ-e1P-1~ft qt· • 
~= 

erhält man aus dem Verlauf der Spektralfunktion die Zeitfunk-

tion. 

Zeitverlauf ~-.± . Spektralfunktion 

(Bildfunktion) 

In den fo-lgenderi 'Ausführungen sollen nun ~olche 'F~nkti~nen her

ausgestellt werden, ~ie ihre flunktionelle.n Eigenschaften bei 
. ' ' . · , ; 

einer Fotiriertran_sformati~n .nicht ändern, d.h. die Funktion im 

-Originalbereich soll den gleichen Verlauf haben,wie i~ Bildbe-

-reich. · 

-Diese Art von F.u:nktionen werden als selbstreziproke Funktionen 
• 1 • ' 

.( 11 Self-reciprocal functions") bezeichnet. -. ,· 

\ : ' 

Aus den Taf~ln von C a m p , b e 1 1 und . F o,. s · t e r . "Fourier 
Integr§ÜS 

I 
för P:t'actical „Applicati'ons 11 · · ( 1 ) werden die dort ge- · 

' funde~en selbstreziproken Funktionen herausgeschrieb~n-·und kurz . 
. .·· . / , ' . ' . . . 

erläutert. Bes'ondere Aufmerksamkeit ;wi-rd solchen Funktionen ge-. ' .· ' . 
schenkt 1 die durch ei'nen' einzigen Impuls darstellbar sind. 

Unter ·der -Veränderlichen soll stets eine bezogene ·· G~oße ver

standen sein,', also · z.Bo 

1~· f _ 
1-l f 

Die in Klammern angegebenen Nummern zu den einzelnen Funktio'.... 

nen b_eziehen sich auf die Nummerierung in den Tafeln ' von · 

' . \ ' 

\ 
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C a. m p b e l 1 und F o s t e r ( 1). 
·I ! , , . 

i . ·, 

/ 

Die Funktion 
' , , 

K 'Ml27rn r 1~2 1t..i l 
. . (f 2 + Jl2 )1-'s ( 916) 

beschreibt eine Vielzahl von selbstreziproken Funktionen, die 

durch einen Impuls darstellbar sind ~ Hierbei ist p ein Parame~ . 
.. . ' . ' ' · ' 

ter, · der Werte zwischen O und. oa annehmen kann. 

Hinsichtli_ch der Funktion K gilt . allgemei:n (siehe ·.(1,).(2 )) ', ,· 
. \ 

.. 

K/z) = Besselfunktion zweiter Art· für imaginä_re·~ ·Argu- · 

ine~t •· Dies sind sogenannte modi'fizierte Zylinder-
~ . ' \ 

funktionen, die durch . eine Drehung des Koordinatensystems ·um 
90° entstehen~ . Drückt tn:an dies~ - Fun.kti on_ durch eine Besselfunk

tion erster Art aud,. s6 gilt fü~ nichtganzz~hliies y 

Kv/;J ~ z -1; 77.; .[ l.i,12;~ J ~ ( i,] 
f vizt= ·modifi~ierte ·:i3esselfunktio; erster Art mit der ·Reihen-

' darstellung ·· · , 

I 
. ,' 5, (Jz)>'f2rn , 

v(z) i,-f;--o "1! rrv-+rn+1/' 

urid ·Gammafunktion. · 

1 

Die .Beziehung zwischen der . Besselfunktion J>'(Z) und der modifi-

~ierten Besselfunktion ]'>':(~) , bei . der durch eine Drehung des . 
' ' 

Koordinatensystems die reelle Achse in eine bestimmte Null- . .s. 

punktsge;aden . überf-Uhrt wird' iautet bei ~iner Drehung . um 90° ': 

mit 

- .. ; : • V • • • 7C •'•.. • , 

I~tFJ=e-»~'-J . .,Jv- (z-elfi) == 'e_-~zd.J » ti,-E) 

·-, c-o (-,1)m (f.z)~+,2~ , 
v'P(c)::::,.2. --------

117:co h7 / r1 P-+rH.r 1) . 
( ' . . . ' . .· . . 

Die Funktion (916) kann für zw~i Werte des Parameters p durch 
elementare Funktionen beschrieben werden. Es ergibt sich für 
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p = 0 : . 
lf.l .~ 

p _=O? : e-7rf2 
· . (Gau_ßfunktion) 

Dividiert man I die_ Funktion ( 916) durch den Wert, den sie · bei 

x = 0 b.esi t zt, bildet also den Ausdrück 

· f ,1 +f %-l )- re /{-r;~ ,[2sr 1ll-1 ~tfi-J2 'J 
k '1/" r2 Tr 11- 2 J 

' 
so lassen. sich nach Camp b e l 1 und F o s t er folgen-

-de -Funktionsverläufe graphisch angeben: 
~ .., 

.. (' 
. 1 

Die Funktion _ Cuf.f(f , die auch selbstreziprok ist, fällt nahezu ' 

mit der·Kurve ftir p = 1/2 zusammen. 

< Diese 'nars:teilung zeigt, daß die Gauß-Funktion . 

(Kurve p =oo) einige Eigenschaften besitzt, die . sie gegenüber 
, ~ • I 

den anderen besonders auszeichnen: . . 

\ 

1 ) Die ~albwertsbre{te - isi am· grßßten 
. . ' . . • 1 . 

2. Sie geht , für -große + f sehr schnell gegen Null,; damit be-. 1 

nötigt eine solche Zeitfunktion-· e;i.ne -geringe Bandbreite, 
i . 

· wenn man hierunter beispielsweise den Frequenzabstand 

verßteht _, der j e·weils' zu 1/10 des ·• Gipfelwertes , gehört. 

. . 

Daß große H~lbwertsbreite hier . zu schnellem -Abfall bei grösse-
, • ' ' . i ', • 

·rem Ff'equenzabstand gehört, ergibt sich anschaulich daraus, d_~ß 

alle _Funktionen, die in der letzten Abbiidung dargestellt sind, . . , . . . . . ' 

mit der x-Achse, die gleiche Fläch~ einschliessen. 

1, • 
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Andere selbstreziproke Funktionen sind.: 
1 ' 

( 761 ) 

' ; . 

(916.3) lfl J-34- (.2Jrr(1 2~.,,.2Jf) 
.. (J 2_ r l) 3/ll 

1 

• 

-j_ .. 

( 923. 85) /;. J..:. 1,'t (Jr/2) . 

. ·(966.25) · /fl~o<.-J12_ e 112t1r:1~J. W.3if-J«, 1't;- O<.('fl'/21 
. \ 

hier ist 

wobei . /fa, »: /;): = 2 !~,t P. e -~ ~-./f, t{ + J>-;U.i 2 »+~; 2 ) _ 
. .. ' . ' . 1 ' • 

- 1f,,, ~,Yi Z) = 4+· ~, ··z + ' tflle-t4J' z 2-+ ••• 
. . . '-1/'» .. 2/_>,>f'Jt+-1) _ · · · 

. . 

Für bestimmte .Werte von a geht die Funktion (966.25) üpf::r in: 

a = 1/8: . 

· a = 1/4: 

a 3/8: 
- ~ • • • • • 1 

a - 1/2: /!leJ'- 1 errc•m.-f/2 111 J .""' i, 
, . oO' 2 ' 

mit er/(. (Z) = L ., f e ~-z_ d:z· . . •112 j I . z 
Weitere · . \ 

selbstreziproke Funktionen (3 ) . erge.ben sich als Lösun-

gen der Differentialgleichung: 

wenn man den -Ahsatz .~acht 

·\ 

. ' ' l.' . • 

- Xiz y . 'j ;;: e . -
' ' . . . . . 

• · · f an xH· . 

_/ . 

. . . 

\ 

. i 
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Dann ergeben .sich folgende in den Tafeln von O a mp b ,Ei · l 1 

. und F o s · t e' r angegeb e1: en Fu:nkti o·nen: 

· ( 706) , , (x2 
,--- 4 
(x . 

(x6 

2 ·2 
21 ) exp (.;.. 1x ) 

2 ' 2 •. 1 2 
~ 3 1 x , - 2 31 ) ; e xp ( ~ 4 x ) 

8 ., 6 
(x , ,_ 60x + 1110x4 · - 5340:x:2 + 5265) 2 ·exp (- '1x2 ) -

(x8 - 60x6 1
+ 990x4 ~ 4620x2 + .3465 )2 exp . (:... }ic2) , 

.. Bemerkungen 'zur ·· .Gauß-Funk1:ion 

Wie die ' angeführten __ selbstreziproken Funk~ionen zeigen, spi'elt 
. . . . , , ' , / . 

die Gauß-Funktion . hier eine besondere Rolle. Entweder tritt sie 

als Faktor auf ·oaer einige der genannten -Funktionen gehen im 

Grenzfall in sie ,über. Da ' eine Gauß.;..Funktion 1 auch technisch ·, 

v~rhältnismäßig leicht h~rstellbar ·ist, · bi~iet s{e sich vori 

· ~ornherein . mit ihr~n ber~i ts vorher genannten Eigenscha-ften an, 
I 

um bestimmte 

.
1 impulsartige 

· bran Y. 

Procleme _· zu· untersuchen (z.B. _in der Akustik_ die < · 
' ' 

Erregung . bestimmter .B~reiche auf,..der -Basilarmem-

. ' 

Schreibt man die . Gauß-Funkti'on in der Fo:rm 

_,,... A 
/ 1 x~ jq.so·l "--. 

1 1 t· 1
' ~4t-i,,: 

da~n 'ist 6 t die ~-eit·; über die man ein Rechteck aufbauen kann, 

das flächengie:1.ch i~~ mit der Fiäche der Glockenkurve. Dies 
i , ' . 

folgt_ aus ' ,1-C):) . , 
2 

/Ae-nrt/t1t)dt = A /ff~t2
1 

= A•L\l 
, -oo 

, Zur Bestimmung des Leistungsdichtespektrums ' eines Gaußimpulses 
' j ' .· • \ 

bi.ldet man _die Fouriertransfo~mierte der Autokorrelationsfunk-

, tion- (4). Für einenVorga!)g mit endlichem Energieinhalt lautet 
die Autokorrelationsfunktion: · 

flZ) , , 

ya·J =f✓ro •f'(t„7:J dt --
-a, 



- 6 -

' . •. fCJO /f/. )2 ✓-, 1 t. 
also /'f'<t> bA2 /e-✓?:,,/Ltt ."-e-rEtJ2rt.-n _ dt 

-0(,} . ' i· 
. 2 +oo - . . , ' 

„ A 2 e _,--, ~!MJ'/ e -lf-ii,(lf'f-, li,) '"ct,t 
' -o:,,· 

= fl ze _Ji2~~1. d.. -·y-n~tJ i • 
. . n: '. -. ✓(. • 

. ,--1:.::_: 
= A2 e- JC1tt.1tJ~- ..AJ_ 

J/f' 
' . ' '. I'\,, 

1.(rt J _.,,, E · e - Jr f ¼ r I 2 
, L1 'l: =- 72.:.., 4 t 

hierbei ist 
. A~Llt I , Jli:' = E, doh. der Energieinhalt des Impulses. 

Die Fouriertransformation liefert: 

' +'XI 
S(JJ= / ?,Y1r-J. e-/2.tc/Z-dr 

, -eo ,_ . 

; E }(X)e _;z('yArJ'-- /2ltfr dt _ 
-t:;Q 

-= F y;-~ ... j (7:/i.ltJ 2 +2tf< +(ftJl) 2
- (.f LJ 'C') •1. d 7: 

-~ ' ,· 

., E e ~ki.ftJ t J y; -ll(Jir r /L!Z-/) ~ dt-
- . -(X) 

.:. E _J'i/LJ.f/)2/if;;'' ✓"l: . .... 1-_.,1,,_ '-JZ(Ai::f) '- \ - e ~ - - '-- '-J t ·e , 
./~/i)l , , 

· mit tlt = .1.. wird •· 
1 • LJ/ . . ' 

-- (¾ ) i 
SrJJ= ~ e- 5t 'tJf 

L1j. ' 
Bei .der Integration ·-J.ber den gesamten FI:"equenzbereich muß na

, türlich die Gesamtenergie E herauskommen: 

1 ' 
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